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Über eine VereinfachUng beim · Re.stgrößenverfahren 
zur Berechnung von Biegeschwin~ngen von Stäben 

veränderlichen Querschnitts 
. ' 

; ' 

Zusammenfassung 

Die Untersuchungen über das Restgrößenverfahren in Anwen<;_ung 
auf die Berechnung yonBiegeeigenschwingungeri von Stäben ver­
änderlichen Querschnitts wurden weitergeführt. Insbesondere .· 
wurde versucht, das verwendete Integrationsverfahren zu ver~ 
einfachen, da sich das A d a m s - S t ö r m e r - Verfahren 

· trotz aller·. prinzipiellen Einfachbei t doch als recht umständ- · 
· lieh bei ' der . praktis9hen Durchführurig erweist. 

Es ergab sich, daß das im -allgemeinen .eher kompliziertere 
Runge · - Ku t t a 'sehe Integrationsverfahren im Falle 
der Biegeschwingungsgleichung ·sehr ·einfache Formeln liefert 

·, und damit dem Adam. s · - S t ö r m e r \ - . Verfahren bei . 
weitem vorzuziehen ist~ · 
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Über eine·vereinfaohung beim Restgrößenverfahren 
zur Berechnung von Biegeschwingungen . von ·Stäben 
' / 

veränderlichen Querschnitts 

' Einleitung und Vorbemerkungen 

Entsprechend der Bed~utung des :Problems . für den Maschinenbau 
.. wurden die ·Untersuchungen Über das Restgrößenverfahren zur -Be-: 

;r-echnung von. Biege schwingungen' von Stäben veränderlichen Quer- ·. 
schnitts, welche in . dem Technisehei-l. Beri.cht Nr. 10 (abgekürzt · 

. I I ' . ' . \ ,- _,._ .' • . • ' _-· · , 

- T.B.Nr.10) ihren Niederschlag gefunden hatten, erneut aufgenom_; 
' ' .' ' . . . '• ' 

men. Wenn auch das Prinzip de·s Restgröße~verfahrens selbst un..:. 
angetas.tet blieb; so schien . doc]?. das im Ve.rlaufe der Betrach_- · 

tungen zur Integration-der Schwingungsgleichung verwandte 
A d a m s .. S t ö r . m e r . •:sehe Verfahren einer näheren Über­

·prüfung wert zu sein.- Die berechtigte Frag~ -~ämlich, .ob dieses . 
Verfahren .hinsichtli'ch eines minimalen Rechena{ifwands wirklich · 

das · geeignetste ist,· konnte nicht eindeutig bejaht . werden. Von 
' . . ·• . · -

' der theoretisoh~n Seite her betra-chtet dÜ.rfte es z~eifeilos an . 
I '; ·, 

Einfachheit · kaum etwas zu wünschen ü'9rig. lassen • . In der-prakti­
schen Anwendung·· jedoch erwei·st es· si~h als ziemlich ~mständlich • 

. Man .erkennt das schon all.ein; wenn , mal?- ~ich vo~ Auge:r:führt, · 

wie die· Rechnung ?eim A d a m s - . S t ö ·l:' m e r 'sehen Ver-: 
fahren verläuft; Da ist man ·zunächst genötigt, gewisse Anfangs-: 

werte (im allg~meinen mindestens vier) nach dem · P?tenzreihen'..:. 
verfahren oder nach dem umständlicheren Differenzenverfahren · 

analog zur A d-a m ·s S t _ö r m er 'sehen Methode .zu be­
rechnen~ Erst nach dieser zeitraubenden Vorarbeit kann'ma~ mit 
der eigen.tlichen Rechnung beginnen. Diese . besteht darin; daß ·. 

man von I~tervallpunkt zu Intervallpunkt eine beträchtliche · 
~Anzahl von Differenz'en' berechnet, mit deren Hilfe Extrapola­
tions-' und Interpolationspolynome aufsteilt ~d· . ihre Funktions..:. 

. ' • ' - . ' • . t 

werte anden entspr~chenden Intervailpunkten bestimmt. Da das 
Verfahren nun auch noch gleichzed tig ·für die Auslenkung ,Y und 

das Moment M durchgeführt werden muß (wir haben ja ein System · • 
. . . . ... ::•:: . ' . . ·. · ,, ~ : . 

von zwei miteinander gekoppel te_ri ·Differentialgleichungen 
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' . ' ' ·', ~'%~'?~~:(;1.\~.;~-i~:.'·' \ ; ' .·. ' ' ' ': _<;:· :!t·;f~:_;-~·{~?t ' :. · .. ' 
2,· Ordnurig•.iYor::uns) ·und stets gewisse ~ wer:te der :y - Rechnung 

· zur Forts~~·~~~~ :-: d~r M '- Rechnung benötigt ~erden (und -\ungekehrt 

so muß ma·n:; ·~ihh, bei der Durchführung ·de~ Re'chnung . sehr konzen­

trieren, u.~; F~hler ·zu .. vermeiden. Hat. man· das . Verfahren . zweimal . 
. _/: · ·_; ; ,_:_~ .... ; ·, .. . . - . . . . ' :'' .---. ' . . . ' . . . ., . ... . 

mit verschied~~en · Anfangswerten durchgeführt ~, ·so muß · man noch -·· 
mit Hilfe , ~·ih€~.:; -Differen~ensche'ma~ ein . Interpolationspolynom · . 

.'i. . -- • . . ·~-. ; . ·:'·- .... \ , . I I )' _ '," ; : : _ .' ' -_: ,• • ~ '· • ' . ' 

für die N~ß:·gung ·;, y' oder die Querkraft Q ; aU..f~tellen, ehe · man 
endlich eÜieri.; :R~stwer~t . errechnen kann. . . . .. ' ' . · 

,. \ -.... 
' 

.Schon allein .diese kurze Betrachtung bestärkt den Eind~uck, . . . . ' 

daß das A d . a m s S t ö r m e r Verfahren nicht das · 
·.· rationellste und.' für unsere Zwecke · am . besten geeignete ist.' . 

Deshalb sollte ve;.su.cht werden, durch .Vereinfachung di~ses , Ver­

fahrens oder durch Verwendung eines anderen Verfahrens die .be~ 
., ..... ' . '. ', . . . ' ' ' 

. stehenden Mängel zu vermindern. Zwei Gesichtspunkte standen da-
·- '• . . ' ' ' . . .·• ·. . 

,I 

. bei im Vordergrund. Zum einen sollte das neue Verfahren nicht , 

nur für elektronische Rechenautomaten brauchbar: sein.- sondern · 
,_. : . \ _ . . . ; . • : · ' _ ' . i . . 

. . . eine . wes_entliche Verminderung de·s . Rechenauf~ands , gerade hier· ·_ 
· .. :'herbeiführen. / D~r Einwand nämlich, daß bei . elektronischen .Re-

( . . ' : . -· . . -· - . ~ ; . 

chengeräten eine· wesentliche Herabsetzung .der Rechendauer zur 
' . ' ~- ~ ,. ' .. '. . ' .. '.. .. •. . 

Ermittlung eines Restwertes wegen der ohnehin scho~ sehr. hohen 

Rechengeschw_ihdigkei t kaum ins G~wicht falle~ ·kann . l~icht ent­
kräftet werden • . Man _ benötigt nämlich zur Berechnung eines ein- . 
. zi~~n .Eigerifrequenzwertes ,· insbesondere wenn es . sich . um;, Ob~rfre 

. • • • I " -. • , •-. • . ,\ • •- • ,· • 

quenzen höherer Ordnung . haridel t, . wegen ·der · mit ·steigender Ord.::.. 
· ··· -: ' . _ _ .- ' •' • -~ . .· - . • . l ' . . . . 

. nungszahl immer schlechter werdenden Frequenzabschätzung -
.. worüber noch des näheren .zu berichten sein wird - eine große 

; Vielzahl .von Restwert.en. Undg~rade bei einer großen Anzahl von 
' , ', - ~ " ' , . , ' I ' • ', ;f 

- : - - R~chnungen dürfte· sich eine., im . einzelnen zwar unwesentliche, 
·., Z~i~eins~a;r-ung deti_tli_?~· bemerkba! ·machen. . 

. Zum anderen soll'te man aber auc11 bedenken, daß die Verbreitung · 
.: ~lektronischer Rechenmaschinen lii~r ·in Deuts~hland · (und nicht 

. all~in hi'er) äußerst gerirl.g ist~ · So .: muß · im allg~meinen auch 
heute no.ch· und .wahrscheinlich auch noch in ·der· näheren Z~kunft 

\ ' 
. , 

der·Ingenieur, wenn er über die · Eigenfrequenzen ~ irgendwelcher 

' --~-.. ' 
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schwingenden Stäbe auch nur überschlägig Auskunft erhalten will, 
--S'i~h· wohl oder übel mit Hilfe einer· der Üblichen :mechanischen 
·Tisohreclienmaschinen die Restwerte und· d~mit d.ie fra.'glichen 
Frequenzen mühsam selbst errechnen. Deshalb sollte einneues 

· Integration'sve.rfahren auoh hier eine fühlbare Erleichterung und 
Vereinfachung bringen. 

Das Verfahren von R u n g e Ku t .t a. 

Die also .gestel.l te Aufgabe konnte mit überraschend gutem Er~olg 
.gelöst werden. Bei_ der nun· zu gebenden DarstellUng d'ieser 
Lösung sehließen-wir eng an den Technischen Bericht Nr.10 an, 

. sodaß die Kemit11,is desselben vorausgesetzt werdE!n muß. 

Im Laufe .der Untersuchungen stellte es sich heraus, daß das 
I 

Run g e --
Vergleich zum 

Ku t t a -'sehe Integrationsverfahren., das im 
r • '- . . ,; . :-_-,· _'·. . ( . • • 

k da m s S t ö r m·e r 'sehen Verfahre.n im 
allgemeinen eher komplizierter ist, bei der Anwendung auf. die 
Stabschwingungsgleichung außerordentlich einfache Formeln lie­
fert ·und ··damit dem A d a m s. - s· t ö r m e r- ~ Verfahren 

· überlegen ist. Der hier eingeschlagene Weg soll nun beschrieben 
werden. 

Man geht aus von der. Differentialgleichung für. die·Eigenschwin­
gungen des Stabes 

d 2 . ·. d 2 ( ) 2 . . . - . 
--2 (E·I(x), y2x )= w ·J>·F(xh_y(x). 
dx - · dx · · · · 

( 1 ) 

Darin bedeuten y(,~) die. Auslenkung, · F(x) dem Querschnitt, .,.c· die 
Dichte; w die Frequenz, I(x) das äquatoriale Flächenträgheits-

. . . . . ~ - I.. . '.- - .., 

moment und. Eden Elastizitätsmodul. Gl.(1) zerlegt man wiederum 
in ein Syst~m zwei er Differentialgleichtmgen 2 t ~rdnung 

y'i (x) = ~~~~x) 
M"(x) = w2 ·p·F(x).;(x) 

l 
) 

(2) 
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.. ' · · . . •·: · . , .. ,. . . . :~) : :· .. ~ ;,·:r ;::.· 
i :> _~·:~·-.. ·~~: ·.':)(~·.:~:;·~-~-< ·~ .. . : : ;·'. ~ - -

Den _schwingerid'en . Stab :feilt 'man in n Int~rv·alle von gleicher 

Länge _h : __ e~!l.', .,die · durch die Punkte ~0 , -~ 1 · , . • ·• ~, xn begret;.zt 
sein :s~i:fen. ',· 

. ,·" 

Ali~ Gru~d . :der . gey;ähl ten Anfangswert-e und eines geschätzten 
w-Wertes, erhält man durch Anwendung der.' ~ 'u . n g e. : -

K u . t t · a ! · ~dh~n .Formeln für · d~n Fall . . eines Systems zwei er 

Different-ialgleichungen 2. Ordnung .;{) '· au~ : den W~~ten y'A,' u'A, 

_ Mf...~ vA. im Punkte x'A diejenigen .. im Punkte x'A~ 1 ('A =· 0, f,' ••• 
n-1) durch die .Ausdrü9.ke ' · · 

Dabei :i.s.t 

Yf...+1 = Ya 

uA.+1 = u'A 

M'A:1 = M'A 

+ UA 
; 

: · k'A 

+ VA 

v/..~1 = v'A · + IÄ 

U . h·y• ·. '}... ·= ·. '}... 

+ kA. . . ) 
' 

(3) 

+ lf... . . ' • 

(4) 
. und · 

. V f... = h;,Qf... ·· (5) 

. gesetz~ worden. Außerdem ist . Q'A = ~k~ ~ie Größen k'A' i'A, l'A,· 
I" erhält man auf folgende Weise: Ist 

"' 2 ' . 
,cx"J - h · {6) 

1\ 2•E·I(x'A) 

' .. ·. (7) 

so bildet ·man zunächst die Hilfsgrößen: · 

. . ' 

.!K) Vgl. z.B~ R. . Z u r ni ü h 1 , Praktische .. Mathematik für 
Physiker .· und Ingenieure, Springer-Verlag Berlin.;.;Göttirigen-
Heidel~erg, 1953, 8.355-357~ · 
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· .. r· 
) 

:i>. = 1 (l I . ~ 4 -1 II ~ 1III) ) . . .· . 

,-, 

. ' · .. . 

. · · 7\ · 3 -. A. - . A ·. X . . . ·· .. _ . , 
· D~:.e ' Genauigkeit des Verfahrens hängt hier . eb .enf~ll:~ ; ~ves~etit'ii~h: : .. , · 

v~n ·der Länge' h :cier Intervalle (xA, ift.~ 1 ) :ab> iri. ~i~ . m~g . ~i?h. ::_. · :· 
den Stab ·aufge~eii t . d~nkt. ·Sie kann · deshalb ·_ belie~ig; : w~_{t · ge~· ~ _;- ·. ·.·. 
trie:b'en werden, · wenn . man nur die · r~t-Xr.~Yailä~~ge 'h. / entsprech.erid: 

. . verkleüiert . und . d~mit die . Anzahl n d.er . . Inte:r,fall'9 ' 1.~rmehtt. . .. 
I • ' . .~ 

·, .· 
. ~ .... ·. i 

. . . "' ,, . . ,.· .. _.' 
Bemerkungen und Zusätze . . . -~ '• 

".\. ~ ' ' .. 
. . \ . . . . . •. . . . .. . .. ·.. .. :' . . . . . 

Da~'. Restgrößenverfahren, das nun mit. Hilfe d~r~ .· .R ' u n K'.e - · .: ~ · ·· 
· .. ·. ICu ' t t a ,·sehen Integrationsmethode ' durchgeführt . wird, :.ur1t 'e;r- . C· 

.· sc-heidet sich im Priri~ip · nicht . V.o~ dem, .wie ··es :·i!n 4. Kapi tei·. des<\:: 
Techn.Eerichtes Nr. 1o dargest.eilt wurde ~nd - b·r~ucht d~sha'lb .hier _:.< 
. '' . ' - . ' . ~ . ' ' . -: . .. ... ·. •.. . ' :'· . . ,. -· . ·' . -· 

nichtwiederholt zu werden. Auchdie zweckmäßige Bestiminungdeio . 
f~e'i ''wählbare~ Anfangswerte y1 und y2 wird in ·:gieiche_r Weise'. · .. · 

- - ~urch . ~?schätzung ihres .Verhältnisses t ~ac~.-~oben : ~nd · unten mit · 
_Hilfe ~es prismatischen und des · k~ilför'tnigen ~tabes gle_ichen 

· . Anfangsquer~ch~itt~ beibeh~{te'ri ~ . Die.· N~t~eridigkE;lit :·U:ti<i·· die Mög~ : ·· 

. lic};lkeiten der ~or~ierung .des Fakto~s : der z~.~~mmeng~i€tzten · . .. 
': . 

. I' • ~ . ' ... 
~ ' . . 

•. . , . I . ~ " 

. ·' 

. . . . . 

.· _._ ., .· _i 
~: -. . 

. \ '_·. 
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_ : · -- .·,.;>U_,;" -; ~:.\ . . - ... - . ._ _ : .- . ,· , · . . · :.k··.h·t\~w ~:2·.::~/. ~ .·. _. . -- _ . -
Lösung'· 'um ' dä~ · . Resi;moii1e:qt z~ ·einer stetigen Funktion .von w 
zu machen:~ . bleib~n ebe'nfalls weiterhin _ bestehen~ . . -~ . . . ' . . ' ' ' ~' . ;: 

. . ·. ~ . \ 

Auf eine. A~·sw~ -i tung . der Betrachtungen Ju:f -mehr . als . zweifach 
. . . ' ·' . . . . ; ,' . ' ·. __ : ·. ' . ' . : ' ' ~- ' ·, . ' ' ' . . ' . ' - .· . -' . .. ·. '~ ', ' . ' 

gelagerte Stäbe wurde verz_ichtet; da diese Fälle ·. gegenü"t?er .. _ 
• der ein~· :url.d · z·w_eifach~~ Lagerung von g~:~~nge.rer . Bedeutung . . • 

·· sind'. Jedoch :-t)ietet e;ine ·solche · Erweiterung · keine prinzipiel~ · . 
· l~n. Sbhwfe~iglte.ften. •· . . . . . · .:· · . : . . . .· 

• ' I . ' • ··I• . • . 1 

· Eine Frage ~on . einiger ·Bedeutung,· die . im Teohn.Bericht kr.10 
. . · offengebliebe~ war, soll n~n noch eine-r Klärung zugeführt . 

werden. Um einen Restwert zu berechnen, muß man ja .nicht nur , · 
'über ·. zwei Randwerte irgendwie verfügeri, ·sondern auch ein~n 
> F~equenzwert . w . schätz.en~ .der ~öglichst nah~ bei dem gesuchten ' .. 
. . • I . . . , . . . . . 

Eigenfrequenzwert liegen soll. Es~ stellt sich damit das Pro-

, . , ... 

. ·blem, ·_ für die · ge~uchte Eigenfrequenz zwei Schranken derart zu 

finden, .:daß in • dem dadurch abgegrenzten -Bereich möglichst nur 
di~ser r ·~i~e - FrequenzY'ert ri.egi;. Nun . spi~len· in. der -Praxis . 

·stäbe, die von einem maximalen Anfangsquerschnitt aus /sich 
!i~gendwie st~tig verjü~gen (Turbinenschaufeln, Pr~~e;Llerblätter 

. • ' 

. u,:a•·), ··· eine ·sehr· wichtige'· Rolie. Für so bes-chaffene Stäbe läßt 
-·sich -das oben: gestellte Probl~m bis zu einem gewi~sen Maße 

· Jösen. • .. <. ,, \ 

~ 

.. . Es liegt nahe, •• di~ Frequenzabsdhätzun~, anai~g z~r ' Randwertab-

. . .., · ' 

. schä.tzYfg'.._., mi:t; -Hilfe eines prisrriatis:Chen und · eines . ke,ilfi:5rmigen 
Stabes vdr.zunehmen. ·setzt man nämlich wieder zur · AbkürzUng · _ · 

.. I . - -

J, ----·--. 

-~.P·Fo.w2 
. _r{ = 1- - E' I , 

. ' • . 0 
•' . ~ ·-· ' - , ; 

· so kann man .dl.e Schwingungsdifferentialgleichungen der beiden 
. ; ' 

letztgenai.int~n Stäbe exakt ·lösen. Zum Beispiel erhä.l t man für 

den Fall, . 4aß beide . Stäbe ·e~nseitig ·fest eingespannt sind, für : 
· · den prismatischen · ·s~ab _die E.igenfre.quen~gleichung . - . - . 

cos rr·· cosh\'l = -1 ( 11) 
\ 

~ · ' I ' 
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. und fllr den Keilstabdie Gleichung 

.J0 .(2{:) J
0 

(2 _:t,'j') 

)
s i 

. J' '1., (2·{·. J . : (2· Üi) ' ·. 1 · I 

C12) 

worin ~ 0 und, . tT ·~· d,i'e .. B e s s e 1 . I sehen Funktionen erster ' 
A~~ .von ·der Ordriung o ~nd 1 . b~zei.chnen. Die ·wurzeln' der <nn. 

· (11 ·) ~ linCi~- <12) ·si_~d · .. , ·· 

· prismat. Stab 
' , . ' - .. 

·, . 

. Keilstab 

. < ·. 

i Grund- ,. 1; ·Ober~ 
.,. fr~quenz__ fre quenz 

'I . q . 

l · 1 , . 87~ 4,694/ 

' 3,899 

4. Ober- 5~ O!J.er-1 
freque:riz , frequenz . 
. r~ ' · r 1 · .· . 

2. Ober~ 
frequel:lz , .. 

I 

-,· . 

·5,48 • 

,·,: 

:I 
10,996 ' 

3: ober- ! · 
. fr~~u:nz >I 

:. • • • 

Keilstab· 8164. . 10,21 . 

. ' ~ .. -. . . . i . . . . - . . . . -. .. .. : ~Pr. .den prismat. ~ta.b k;9nvergieren · di.e : Za:hl~n·. rlk . m~ t _wachsen-
. . . . . ·.der Ordnung . . k de'r ·oberfrequ·enz gegen die _-Ungerad~n · Vielfachen 

~9n :~: ~ · ·. d;h. :·· .· ' · . . . . ' . "· .'· · -. ~ ' : · 
pi•t• . ( '2 ) ' 

f(k~ · k •. -~ 1 . rc für k --- oo . • · ." ( 13) 

Beim Keilstab ·.sieht man • an Hand,, der · ~abelle, da~ mit sehr 

guter Näherurig 'schonvon der• Grundfrequenz an d~e Relation> 
' . ·. . ' .. . o<~;t . . ·.1 ~· ·~~·~~, ,· . '• 

\. .· . . ' . ··: .. (( k . ::::..~ . 2 :1 /k+1. ,. . . ·.· (14) .· 
. . . ' \ . 

. gilt • . Daraus schließt man, daß mit wachsendem ·k gi:l;. t · ., 
. . -_, 

= • • .- •. '. 

.. ' , . . .·· 

~- . 
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. . . . , .. K~' . ( 2k + 3) 1t für 
~:}:lii;\;i~r:~{;:~(.k · .. ~ · · · •· ..... 4 •. . , . . i k: :?;.p·-~·{.·~7: · • · ( 

15) 
Dieses cmpi±'isch ·gewonnene. Ergebnis.erhä_lt ~an exakt, wenn 

man 'für die. B .e - ~ s e 1 'sehen Funktionen 'die asymptotische:ri · 

Darstellungen benutzt. 

Vergleieht·man die·in der Tabelle untereinander . stehenden 
. , , - - ·r. - , -~ , - ... : ·. -

Eigenfrequenze:r, welche die Schranken·f~r : ~ie Eigenfrequenzen 
eines sici: 'vpn' gleichem maximalem Anfangsquerschnitt aus ver-

_ .. ;>.:,-i_!-·> -~- .· .. . - - ~:~·-:::J•: .; _ . '•,. 
jüngenden beliebigen Stabes darstellen, ·so•stellt man fest, daß 
diese ,Schranken sich mit zunehm~nder Ordnung mehr und mehr von . .· . · - . ' 

einander entfernen. ··Schon von _der 3. Oberfrequenz · an übe•r~ . . . 
·schneiden sich die ·Intervalle, in denen nur· eine· der gesuchten 

. . ' . ., . 

· Eigenfrequenzen liegen sollte •. Man kann daher nur die Werte 
. . 

,für die ersten drei Frequenzen als brauchbare Näherungen be-
j • ~ • -

trachten. Für höhere.Eigenfrequenzen hingegegen ~ind die 

Schranken so schlecht, daß sie nU:r:als g~obe Handh~ben dazu 
dienen können, überhaupt erst einmal festzustellen, in welchem 

rr-Bereich etwa die fragliche Eigenfrequenz zu suchen ist. 

Ein Beispiel 

Als praktische Anwendung des neuen Integrationsverfahrens· und 
um einen Vergl.eich mit dem A d· a m .s S t . . ö r ·m e r - Ver-

fahren zu haben, .. soll hier noch einmal derselbe ·stab durchgerech­

ne;t · werden, wie in T,B, Nr.10. Da man jedoch .die· damals durch-
/.gefUhrte NormiE:n:·ung durch die Formeln (51} hier nicht. verwenden 

k·ann, .. wurden für die einzelnen Größen 1, F
0

, h: ••• usw • . spe­

zielle Zahlwerte. angenommen,. Die entsprechenden .Werte der. · 
. A d · a m s - S t ö r m e r ...:. Re-chnung für den gleichen. spe­

ziellen Stab erhält man durch Auflösen der Gln. (51) des T.B. 
Nr. 10 nach· den wahren' Größen 1, · F 

0
, h , • , usw. , also · durch die 

Formeln 
E ·I .. 

Q· = ·. 0 Q . 
0 7' 0 

( 16) 

2 E·I 4 
w .= j>·F ~ 14 ·~ . 

0 . 

• ( 17) 
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. Im· einzelnen wurden . folgend.e Werte gewäh~ t . . 

Stablänge .. . .. · . 1 = 100 .. cm 

.. . ·· · Länge der ' Intervalle (x.X, x~,+ 1 ) h - 10 cm 
Anfa~gsdicke · · · . · d

0
. = · 1 . ein .. · · . . 

Stabbreite ~ · b · =. 1 _cm::;:const~ . 
·F - - .· 1 , cm2-. · 

0 . '• . . 6 ' . . . -:-2 
E· · = 2,1·10 kg cm 

.. An~angs9.Ue!,'sehni tt 
. . ' 

·Elastizitätsmod:ul 

Dichte 
~ . ' . p = 8· ' 1ö~6kg . cm~3 · .... ·. 

J . . 
, ·. : .. . 

. Es empfiehlt ßich ·wiederum, vor Beginn der . eig~ntlichen 

. Re.ohnung; · rl?-Ch de·; Quer~~hni ttsfunkti'on 
.. ·, ·. . ·. . ·.· . . . . . . do /' .. 

•. , F(x) . = (2~1- . x) 2, 1 (18) 
. . . - . 

. und der Funktion . für das Flächenträghei ts_mome:qt 

. (2 .1- .x)3 
I(x) =· 12 r~r . 

,• . . ' 

,, .- .. 

(19) 

die Werte · F(x) und I(x) : an den St'ellen x,\, xA·+ ~ , 
(~ = 0, 1 . ••• ~} ·auszurechnen. Dasselbe gi1t für .die. ·Funktionen 

. . h2 . . . 1 . 2 2 . . . . . . . . 
cp (x) = 2· E: I(x) und _ 1F (x) = 2 w . . ~ ·p. ~(x) . • , , :_. . ·, 

Die Anfangswerte. M
0 

und Q
0 

und die geschätzt~n Frequenzen w 
errechnet man nii t ·Hilfe vori (J6) ·und ( 17'). aus den Werten '(59) 

des ·T.B. Nr410. J)ie - Rechnun~wird · nun nach d~n · Formelri(3), 
(8) 'und (9) unte~ BerÜcksichtigung ,von : (4) und (5) .d~chge­
führt. _Wir wollen uns auch h:i..er nd.t :der _ Berebhnung von· zwei 

Restwerten begnügen und die gesuchte Eigenfre_quenz durch 
linear~ -Interpolation, . genauso wi~ · im T-. B• Nr~· 1o, . bestimmen; · .· . · 

. Wir erhalten ·so für w:.den · Wert . . 

w ·· · = 250,9 Hz. : ges • . · 

.Rechnen wir dem im· T.B. Nr.10 gefundenen !fert _t7s · = '4 11p2 : auf 
w gemäß ( 17) ' um, so finden wir .. 

w · = 248,8 Hz. ges • . . 

·: . ' . ' ' :-. . . .. ~ ~ :. . ' 
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Der Vergleichder beiden Werte zeigt eine recht gute Über..: 
einstimmung • . Die .Abweichung erklärt sich im wesen~lichen 
durch di~ doch rech.t grobe Einteilung de~ St~bes in nur 10 
·Intervalle. 

Als. Anhang ist auc_h diesmal ein· Aussohni tt aus der prakti­
schen Durchre_qhnung be;i.g~fügt, und zwar is~ _.eine der beiden 
Rechnungen vollständig angegeben, die man braucht,. um einen 
Restwert zu bestimmen. 

I 

Um zum Abschluß noch einen handfesten Vergleich . für den· ., ' 

verschiedenen'Arbeitsaufwand. beim Adams Stör m .er-
bzw~. Run g'e -..:. Ku t t a -Verfahren zu geben, wollen · 

~ wir anneh,men, daß die zur Durchführung irgendeiner Rechnung 
ben·ö-tigte Anz(ihl von DIN A 4 Sei teri e:ln ungefähres Maß für 
den Arbeitsaufwand, der dazu verbraucht ' wurde' darstellt. - I 

Dann wurden für däs A d a m s S t ö r m e r ·- Verfahrel;l 
··zur Bestimmung eines Restwertes 14 Seiten DIN A 4 verbraucht,. 
hingegen-für das Run g e Ku t .t a - Verfahren bei 

_gleicher Raumaus~utzun.g nur ganz~ 4 Seiten. Berü~ksichtigt man . . 
-noch, daß man beim erstgenannten Verfahren sehr viele R.ech-: . 

· · m;mgen, da sie auf der Mäschine hintereinander· ausgeführt 
' I 

werden, nioht ·Jrst hinschreibt, so kann man zusammenfassend. 
sagen, daß das R u n g e K t+ t · t a . - ·Verfahren gegenüber 
dem Adams - S t ö rm er. -·Verfahrung :r;.ur.etwä den 
vierten Teil des Rechnungsaufwands beansprucht • 

. ,.,, ;.· 
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' x · . i ,\ h ,. 
X t:' 
A 2 

-I(x) 

· .. 

F(x) ~(x) 

Rechenschema zum Runge 

o/ (x) 
· ~ u~ 

~ Verfahren ·· 

M 

" 

·'· 

· I 
kA 

0 0 J 0,083 333 -11,000 I 0,28S 714 22,4 . ·. 0 

o 009 087 : I 
0 35,0 

1 

2 

5 0,077 238 

10 , . 0,071 _448 

15 0,065 954 

20 

. 25 
3 , . . 30 

o, 060 750 

0,055 827 

o·, 051 177 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

35. I o, 046 7~3 

40 -0,042 667 

. ·. 45 0,0~8 790 

50 0,035 156 

55 ,o' 031 756 

GO \0,02_8 583 

65 '0,02~ 629 

70 

75 

80 

85 

90 

95 

100 

0,022 885 

0,020 345 

0,018 000 

0,015 8 4 2 

0,013 864 

0,012 058 

0,010 417 

o,975 . jo,368 261 21,8~ 
t · · - -. 

0,950 i 0,333 242 21,28 

0,925 

0,900 

1o ;,36i' 001 . 20 , ·72 

o, 391 925 1 ·2o, 16 · 

, I -0,017 180 

. o, 032 o,(i27 318 

o,o6o 630 I o,028 22s 

·t 
q,o84 708 1 o,o11 947 

2~,036 400 

7,503 271 : 

.. 
- ~,729 185 

,..:: 
~14,676 847 

-13,865 978 0,007 "010 

.;13;os3 -889 i .0,002 
.·_ ,. ' . ' ' -

·_ ; 1-- • - . 
...;.11,246 517 , -0,002 200 

941 

i 

I 
. ~ _. 

' - 8,533 433 i.-0,.008 190 
! 
l 
i: 

0,875 0,426 487 : 19,60 

0,850 0,465 238· 1~,04 

0,825 . 0,508 826 ~8,48 

0,800 0,558 030 ~7,92 

0,775 0,6,13 805 "17,36 

0,750 o;677 252 16;80 

0,725 0,749 763 16,24 

o,7oo o;a32 995 _ 15·,68 

0,675 I o,929 oo6 -15,12 

0,650 1,040 397 14,56 

0,_625 1,170 287 "::14 ,oo 

o,092 329 t~o;oo4 855 l-2_1,643 781 - 5,395 361 1.--'0,014 658 

0;070 615 -0;040 806 

0;006 208 -0,090 461 

o,6oo 1.~22 ,15o~ 13~44 1 -o,1is 657 -0,156 730 

0,575 1,502. 935. ,, 12,88 
. . . . I 
0,550 1,717 361 12)32, . , -0;31? 

0;52511,974 581 I . 11~ 76. 1:· _ . 
0,500 2~285 6381 11,20. l -0,638 524 

. . I 

212:· 1·_:0,251 266 

-0~410 033 

: ' 

-25,588 441 " - 2,647 67~~~0,021 315 

-27_, 414 6~4 - 1,349 -o;o28 522 

-29,164 422 .;. ; 2,705 173t-0;038 577 

J 
-34,136 p50 - 8,o~o 293 f.,..o,_ ~58 .625 

-47,044 374 . -18,893 815 

(Fortsetzung umseitig) 

_.. 
_.. 
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0 

1 

2 ' 

3 

4 

5 

0 

I ;. !" 

0,193 371 

0,645 301 

1,15'1 395 

· II 
kA 

0~008 631 

0~005 109 

0;000 _485 · 

-0,005 121 

Fortsatzung des Rechenschemas 

-~----

lii . 
}\ 

· III 

~" 
' l III 

1). 

! 

' 
k· 
' .\ 

i 1C . 
)\ lA 

0~054 . 600 0,007 016 0,183 668 o,009 087 0,017 180 I 0,03_6 ~00 I 0,134 022 . 

0,102 589 Op002-968 0~632 540 o,oo5 742 . 0~010 138 o~332 849 o;812 089 . 

o~ _909 499 · -ö,oo~ 159 · 1,138 820 o,oo1 .303 . o,ooo 907 

1,371 .086: -O,OÖ8 150 1~500 513 -0,004 147 -0,010 278 

0~8~1 433 

'1,298 855 

1,807_372 

. 2 713 084 , . 
1~517 967 -0,011 394 1,590 766 -0,014 642 · 1;533 185 -0,010 326 -0,.022 802 1,566 499 . 3,138 072 

1,55j_ 121 ·-0,011 960 . _1,400 .489 -o~021 357 1,089 . 980 . -0,016 859 -0"035 951 · 1,450 7o1 2,747 68'7 

6 I .1',107 243 -0,024 745 0,678 630 -0,028 671 0,073 732 -0,023 601. -o,049 655 • . 0,.821 501 I. 1,298. 498 

0,090. 388 -0,032 846 -0,646 142 -o,038 902 -~,573 811- -0,031 _404 · -0,.066 269 -0,400 632 -1,355 997 7 
. - . . . .. . I -

8 I 71,554 430 -0,046 449 -2j623 218 -0,059 237 -3,928 060 -0,.043 825 -o,.094 536 -2,266 955 I-5,325 120 

g 1 ~3, 895 732 -o, 0\7 .257 -5 ,a68 451 -o, 108 648 -7, 221 032 -o, 071 046 · -o ,158 767l-4, 877 531 I ~10, 863 522 

I I _ _ ~ ____ . . . . .. ~l 

0 • • 

"'' 
~ 

1\) 


